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Дослідження задачі теорії пружності для півпростору з циліндричними по-
рожнинами на яких задані граничні умови контактного типу 
В. С. Проценко, В. Ю. Мірошніков 
При проектуванні просторових конструкцій необхідно знати напружено – 
деформований стан тіла. Серед таких задач зустрічаються розрахункові схе-
ми, в яких є півпростір з циліндричними порожнинами, на межах яких задані 
умови контактного типу. Сегмент таких задач недостатньо досліджений та 
потребує уваги. 
Запропоновано аналітико-чисельний алгоритм розв’язання просторової 
задачі теорії пружності для півпростору з циліндричними порожнинами. На 
межах порожнин задані радіальні переміщення та дотичні напруження, а на 
межі півпростору заданий один із двох типів граничних умов – переміщення 
або напруження. Проведеними розрахунками встановлено напружено дефор-
мований стан півпростору.  
При фіксованих геометричних умовах було проведено чисельний аналіз 
трьох варіантів задачі, коли на межі півпростору задані переміщення та 
трьох варіантів задачі, коли на межі півпростору задані напруження. Прове-
дено порівняльний аналіз варіантів з різними граничними умовами між собою. 
Встановлено, що при різних видах заданих крайових умов (напруження або 
переміщення), напруження 
  і z на межі прикладення таких умов зміню-
ються на протилежні, тобто з розтягуючих на стискаючі або навпаки. Також 
встановлено, що крайові умови на межі півпростору у вигляді напружень ма-
ють більший вплив на напружений стан ніж крайові умови у вигляді перемі-
щень. Ці твердження мають місце при заданих на межах циліндричних поро-
жнин граничних умов контактного типу, якщо задана функція переміщень та 
задана функція напружень однакові. 
Наведений аналіз можна використовувати при проектуванні конструкцій, 
в розрахункових схемах яких є межа півпростору із заданими на ній граничними 
умовами контактного типу та циліндричних порожнин, на поверхні яких зада-
ні переміщення або напруження 
Ключові слова: циліндричні порожнини в півпросторі, рівняння Ламе, уза-
гальнений метод Фур’є, нескінчені системи лінійних алгебраїчних рівнянь 
1. Вступ
При проектуванні різного роду конструкцій, підземних споруд і комуніка-
цій виникає потреба в оцінці напружень в півпросторі з порожнинами. Для цьо-
го треба мати метод розрахунку задач теорії пружності, які дозволяють знайти 
напружено-деформований стан півпростору з циліндричними порожнинами. 








пруження, а на межах порожнин задані умови контактного типу у вигляді раді-
альних переміщень та дотичних зусиль. Готових розрахунків подібних задач в 
просторовому варіанті не виявлено, тож проблема розрахунку таких задач є ак-
туальною. Крім запропонованого алгоритму розрахунку в даній роботі предста-
влений аналіз напруженого стану, що дає можливість прогнозувати слабкі міс-
ця на етапі проектування. 
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 
Для оцінки напружено-деформованого стану півпростору з циліндричними 
порожнинами в деяких наукових роботах застосовується метод скінченних еле-
ментів [1, 2], що є наближеним методом розрахунку та не дає повної впевненос-
ті у точності розрахунку при наявності нескінчених границь пружного тіла.  
Найбільш поширеними задачами для півпростору з порожнинами є задачі 
коли порожнини перпендикулярні до поверхні півпростору [3–6]. Розрахунок 
цих задач базується на інтегральному перетворенні Вебера, методі представ-
лень Папковича-Нейбера, теорії інтегральних рівнянь Фредгольма, рядів Не-
ймана та узагальненому інтегральному рівнянні Коши. Однак ці методи немо-
жливо застосувати, коли циліндричні порожнини паралельні поверхні півпро-
стору. 
В роботах [7–9] розглядаються задачі про дифракцію хвиль в півпросторі з 
однією циліндричною порожниною на основі рівняння Гельмгольца. Оскільки в 
роботі [7] усі поля пропорційні e
ikx
, то фактично вирішується плоска задача з 
використанням перетворення площині з круговим отвором в концентричне 
кільце. В роботах [8, 9] також фактично розглядаються плоскі задачі, волнове 
рівняння яких розв’язується наближено із застосуванням комформного 
перетворення та коллокаційної схеми найменшого квадрату. Описані алгоритми 
дозволяють розрахувати задачі півпростору тільки з однією порожниною.  
Роботи [10, 11] присвячені визначенню напруженого стану кінцевого цилі-
ндра. Метод заснований на суперпозиції розв’язків і розкладанні у ряди Фур'є і 
Діні. Але задачі для пружних тіл з декількома граничними поверхнями не мо-
жуть бути розв’язані в рамках класичного підходу. Для таких задач необхідно 
було створювати узагальнений метод Фур’є [12], обгрунтування якого для про-
сторових задач теорії пружності було приведено в [13]. Цей метод і був покла-
дений в основу підходу до розв’язку розглянутої задачі. 
Першу основну задачу теорії пружності для трансверсально-ізотропних 
тіл, обмежених координатними поверхнями в циліндричних і параболоїдних 
координатах з нерухомою параболоїдною порожниною розв’язано у [14] та не-
рухомим параболоїдним включенням у [15]. Прикладна задача про дію зосере-
дженої сили на півпростір із піщаника з параболоїдним включенням була розг-
лянута в [16]. Термопружна крайова задача для трансверсально-ізотропного пі-
впростору зі сфероїдальною порожниною розглянута в [17]. У роботах [18, 19] 
розглянуто першу та другу основні задачі теорії пружності для півпростору з 
однією циліндричною порожниною. Другу основну задачу теорії пружності для 
півпростору з декількома циліндричними порожнинами було розв’язано в робо-












наведені в них, не дозволяють безпосередньо розв’язувати змішані задачі з гра-
ничними умовами контактного типу і дослідити напружений стан півпростору з 
такими граничними умовами. Для цього необхідно додатково дослідити 
розв’язність задачі з умовами контактного типу. 
Змішані задачі були розглянуті для простору з циліндричними порожни-
нами, коли на межах одних порожнин задані переміщення, на межах других по-
рожнин – напруження [21]. Також змішані задачі для простору розглядалися 
коли на межах одних порожнин задані переміщення, на межах других – напру-
ження, на межах третіх – умови контактного типу [22]. Ці роботи основані на 
узагальненому методі Фур’є, однак безпосередньо не можуть застосовуватись 
для задач в півпросторі. 
З наведеного випливає, що задачі для півпростору з циліндричними поро-
жнинами з крайовими умовами контактного типу потребують дослідження. 
Тому доцільна розробка аналітико-чисельного методу розв’язання зміша-
ної задачі теорії пружності для півпростору з циліндричними порожнинами та 
деякими граничними умовами контактного типу. 
 
3. Ціль та задачі дослідження 
Метою цієї роботі є оцінка напружено-деформованого стану півпростору з 
циліндричними порожнинами, за таких умов: на межах порожнин задані радіа-
льні переміщення та дотичні напруження, а на межі півпростору заданий один 
із двох типів граничних умов – переміщення або напруження.  
Для досягнення поставленої мети необхідно: 
– розробити аналітико-чисельний алгоритм розрахунку; 
– провести числові дослідження для півпростору і двох циліндрів і проана-
лізувати вплив типу граничних умов на напруження в зоні перешийка між ци-
ліндрами та перешийка між межею півпростору і циліндром. 
 
4. Аналітико-чисельний алгоритм розрахунку 
 
4. 1. Постановка задачі 
Пружний однорідний півпростір має N кругових циліндричних паралель-
них порожнин, непересічних між собою і межею півпростору (рис. 1). 
Порожнини будемо розглядати у циліндричній системі координат ( ,p  
,p ,z  де p – номер циліндра), півпростір у декартовій системі координат (x, y, 
z), яка однаково орієнтована та поєднана з системою координат циліндра з но-
мером p=1. Межа півпростору розташована на відстані y=h, рівняння поверхні 
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за умов, що на межах півпростору заданий один із двох типів граничних 
умов – переміщення  0 ,dU x z  або напруження  , ,df x z  на межах порожнин за-
дані умови контактного типу 
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Рис. 1. Півпростір із циліндричними порожнинами 
 
Усі задані вектори і функції будемо вважати швидко спадаючими до нуля 
на далеких відстанях від початку координат по координаті z для циліндрів та по 
координатах x і z для півпростору.  
 
4. 2. Метод вирішення  
Виберемо базисні розв’язки рівняння Ламе для зазначених систем коорди-
нат у вигляді [12]: 
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де Md=(x, y, z), Mp=(ρp, ϕp, z) – точки простору, відповідно в декартовій системі 
координат та в циліндричній системі координат, пов’язаній з p – м циліндром; 
  ,
k
je   1,2,3j   – орти декартової (k=1) і циліндричної (k=2) систем координат; 
– коефіцієнт Пуассона; Im (x), Km (x) – модифіковані функції Бесселя; , ,k mR  
, ,k mS   1,2,3k   – відповідно внутрішні та зовнішні розв’язки рівняння Ламе 




 – розв’язки рівняння Ламе для півпростору. 
Розв’язок задачі представимо у вигляді 
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де  , ;k m pS M   і    ; ,k du M    базисні розв’язки, які задані формулами (2) і (3), а 
невідомі функції Hk ( , ) і 
   ,
p
k mB   необхідно знайти із крайових умов. 
Для переходу між системами координат (рис. 1) скористаємось форму-
лами:  
– для переходу від координат циліндра з номером p до координат півпрос-
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y>0, m=0, ±1, ±2,…; 
– для переходу від координат півпростору до координат циліндра p уза-
гальнено формулу [18] 
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,p px y  – координати циліндра p відносно циліндра під номером 1. 
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де ,e  ,e  ze  – орти в циліндричній системі координат; 
– для переходу від координат циліндра p до координат циліндра 1 [12]  
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де αp1 – кут між віссю координат x1 та відрізком 1 ,p   
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При переходу від координат циліндра 1 до координат циліндра p в формулі 
(7) індекси слід поміняти місцями.  
Для виконання граничних умов на межі півпростору y=h, праву частину (4) 
за допомогою формул переходу (5) перепишемо у декартовій системі координат 
через базисні розв’язки  ku

. Якщо граничні умови на межі y=h задані в перемі-
щеннях, отриманий вектор прирівняємо (при y=h) заданому  0 , ,dU x z  але якщо 
граничні умови задані в напруженнях, то для отриманого вектору знайдемо на-
пруження і прирівняємо його (при y=h) заданому  , .df x z  Вектори  
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попередньо представимо подвійним інтегралом Фур’є. В результаті з отрима-
них рівнянь знайдемо функції Hk ( , ) через 
   , .
p
k mB   
Користуючись формулами переходу, від декартової системи до циліндрич-
ної (6), а також від одного циліндра до іншого (7), перепишемо (4) в координа-
тах циліндра з номером p через базисні розв’язки , ,k mR  , .k mS  Якщо тепер знайти 
Uρ (ϕρ, z) і напруження τρϕ, τρz, для правої частини рівності (4) на поверхні кож-
ної циліндричної порожнини і врахувати граничні умови (1), то отримаємо сис-
тему рівнянь для коефіцієнтів    , ,
p
k mB   в яку входять функції Hk ( , ), для кож-
ної порожнини p. Визначник цієї системи не дорівнює нулю, більш того  
 
– для      2 20 1 20 8 1 ,m x K x K x         (8) 
 
– для      1 11 4 ,m m m mm m K x K x K x     ,x     0.   
 
Функції Hk ( , ), які раніше були виражені через 
   , ,
p
k mB   підставимо у рі-
вняння для виразів    , .
p
k mB   В результаті отримаємо сукупність із N∙3 нескін-
ченних систем лінійних алгебраїчних рівнянь для визначення невідомих 
   , .
p
k mB   
Для отриманих систем, використовуючи нерівність (8), доведено однозна-
чну розв’язність, при умовах не торкання границь. Більш того, ці системи мож-
на вирішувати методом усічення і має місто збіжність наближених рішень до 
точного. Знайдені з нескінченної системи рівнянь функції    ,
p
s mB   підставимо у 
вирази для Hk ( , ). Цим будуть визначені всі невідомі задачі. 
 
5. Числові дослідження для півпростору і двох циліндрів 
Маємо дві паралельні циліндричні порожнини у півпросторі (рис. 1), p=2. 
Півпростір – ізотропний матеріал, коефіцієнт Пуассона σ=0,35, модуль пружно-
сті E=2 кН/см
2
. Межа півпростору розташована на відстані h=40 см, циліндри, 
радіуси яких R1=R2=10 см, розташовані на горизонтальній осі (α12 = 0) на відс-
тані 12 50  см.  
Було розраховано декілька варіантів задач з різними граничними умовами 
– три варіанти, коли на межі півпростору задано переміщення та три варіанти, 
коли на межі півпростору задані напруження. На межах циліндрів у всіх варіан-
тах задані умови контактного типу.  
Нескінченна система рівнянь була зведена до кінцевої по параметру m – 












рації для заданих граничних функцій були узяті від –1…1. Обчислення інтегра-
лів виконано за допомогою квадратурних формул Філона та Сімпсона. Точність 
виконання граничних умов при вказаних значеннях геометричних параметрів 
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На рис. 2 представлений графік нормальних напружень на перешийку між 
циліндром 1 і межею півпростору (рис. 2, а) та на перешийку між циліндрами 1 
і 2 (рис. 2, б) в площині z=0. 
Найбільш напружений стан знаходиться на поверхні «навантаженого» ци-







На перешийках напружений стан на межі півпростору (рис. 2, а, відстань 40 
см.) та на межі циліндра 2 (рис. 2, б, відстань 40 см.) відрізняється один від од-
ного: так напруження σρ=–0,0261 Кн/см
2
 зростає біля поверхні циліндра 2, на 





стору має стискаючі зусилля (σϕ=–0,008 Кн/см
2
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Рис. 2. Нормальні напруження в координатах циліндра 1 в площині z=0:  
а – на прямій x=0 між циліндром 1 і межею півпростору;  









На межі півпростору задано переміщення  
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На межах циліндрів 1 і 2 задано радіальне переміщення  
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Графік нормальних напружень на рис. 3 показує, як змінилися напруження 
при навантаженні циліндра 1 і циліндра 2.  
 
  
а                                                                   б 
 
Рис. 3. Нормальні напруження в координатах циліндра 1 в площині z=0:  
а – на прямій x=0 між циліндром 1 і межею півпростору;  
б – на відрізку O1O2 між циліндрами 
 
Так, в порівнянні з варіантом 1 (рис. 2), на перешийку між циліндром 1 і 














 на півпросторі), однак на перешийку між цилін-
драми 1 і 2 (рис. 3, б) напруження мають симетричне розташування відносно 
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графічно показано на рис. 4. На межі циліндрів 1 і 2 задано радіальне перемі-
щення  
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та дотичні напруження  
 




Рис. 4. Функція нормального переміщення   ,
d
yU  що задана на поверхні 
півпростору 
 
В цьому варіанті «навантаженою» є межа півпростору із максимальними 
значеннями посередині між циліндрами, що вплинуло на напружений стан на 
перешийках (рис. 5).  




має екстремальне значення на межі циліндру 1, водночас σϕ 
і σz мають 













). На перешийку між циліндрами (рис. 5, б), за рахунок вертика-
льного тиску граничних точок півпростору, напруження σϕ, яке направлено пе-
рпендикулярно межі півпростору, має екстремальні стискаючі значення на-






теж має невелике збільшення стискаючих зусиль 
на поверхні циліндрів.  
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Рис. 5. Нормальні напруження в координатах циліндра 1 в площині z=0:  
а – на прямій x=0 між циліндром 1 і межею півпростору;  
б – на відрізку O1O2 між циліндрами 
 
Варіант 4 
На межі півпростору задано напруження  
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В порівнянні з варіантом 1 в цьому випадку на межі півпростору задано 
напруження (графік напруженого стану представлений на рис. 6). 
Із рис. 6 можна побачити, що зміна граничних умов на межі півпростору не 
вплинула на напружений стан перешийка між циліндрами (рис. 6, б), але впли-












(рис. 6, а). Так на межі півпростору σρ=0, σϕ 
і σz тепер мають не стискаючі, а ро-
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Рис. 6. Нормальні напруження в координатах циліндра 1 в площині z=0:  
а – на прямій x=0 між циліндром 1 і межею півпростору;  
б – на відрізку O1O2 між циліндрами 
 
Варіант 5 
На межі півпростору задано напруження  
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Рис. 7. Нормальні напруження в координатах циліндра 1 в площині z=0:  
а – на прямій x=0 між циліндром 1 і межею півпростору;  
б – на відрізку O1O2 між циліндрами 
 
В порівнянні з варіантом 2, як і в попередньому випадку, зміни торкнулися 
перешийка між циліндром 1 і межею півпростору (рис. 7, а): на межі півпросто-
ру напруження σρ=0, σϕ 
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На межі циліндрів 1 і 2 задано радіальне переміщення  
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На відміну від варіанту 3, на межі півпростору замість переміщень прикла-
дені напруження, що впливає на напружений стан перешийків (рис. 8).  
Навантаження у вигляді одиничного напруження, на відміну від наванта-
ження у вигляді одиничного переміщення, мають більший вплив на напруже-
ний стан. Так напруження на перешийку між циліндрами (рис. 8, б) має такий 
самий вид як і на рис. 5, б, але більший за значеннями, наприклад напруження 
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Рис. 8. Нормальні напруження в координатах циліндра 1 в площині z=0:  
а – на прямій x=0 між циліндром 1 і межею півпростору;  
б – на відрізку O1O2 між циліндрами 
 
На перешийку між циліндром 1 і межею півпростору, на відміну від варіа-
нту 3 (рис. 5, а), значення напружень більші, до того ж σz в цьому випадку є 
стискаючим та зростає на межі півпростору (σz=–0,024 Кн/см
2
). Напруження σρ 
також, на відміну від варіанту 3 (рис. 5, а), на межі півпростору є стискаючим 
(σρ=–0,023 Кн/см
2
). Напруження σϕ, в порівнянні з варіантом 3 (максимальне 
значення σϕ=–0,003 Кн/см
2





6. Обговорення отриманих результатів напруженого стану та методу 
розв’язання задачі  
В рамках прийнятої лінійної моделі однорідного ізотропного середовища і 
точної постановки задачі, отримані результати (розподіл полів напружень в ба-
гатозв'язному тілі) пояснюються реакцією пружного тіла на: 
1) наявність декількох, що обмежують тіло, плоских і кривих поверхонь; 
2) обрану систему крайових умов на цих поверхнях. 
Для іншої системи крайових умов, при інших рівних факторах, реакція 
пружного тіла буде іншою. 
На основі узагальненого методу Фур’є розроблений аналітико-чисельний 
алгоритм розрахунку просторової задачі теорії пружності. Алгоритм передбачає 
наступні граничні умови: на межі півпростору один з двох типів граничних 
умов – переміщення або напруження, на межах декількох паралельних цилінд-
ричних порожнин умови контактного типу у вигляді радіальних переміщень та 
дотичних напружень. Розроблений алгоритм дозволяє розраховувати задачі з 
подібними граничними умовами із наперед заданою точністю (в залежності від 
параметра m) та може використовуватись для проектування різного роду конс-
трукцій. 
В порівнянні з роботами [1–11] запропонований алгоритм дає можливість 
отримати точний розв’язок подібної задачі, а в порівнянні з [13–22] урахувати 









Серед недоліків слід зазначити, що зі зменшенням відстані між границями 
тіла алгоритм стає менш ефективним, так як потребує збільшення порядку сис-
теми m і відповідно збільшення часу на обчислення інтегралів матричних еле-
ментів. Також алгоритм не дає можливості розв’язати задачі, коли границі тіла 
дотикаються або перетинаються. 
Подальший розвиток дослідження з цього напрямку необхідний для 
роз’язання подібних задач в шарі з циліндричними порожнинами, який за від-
сутністю алгоритмів з точними аналітичними методами зовсім не досліджений, 
але при проектуванні конструкцій зустрічається в розрахункових схемах. 
При розгляді шару з циліндричними порожнинами необхідно буде враху-
вати нижню межу півпростору. В цьому випадку система рівнянь значно ускла-
дняється в аналітичному та чисельному плані. 
 
7. Висновки 
1. Числовий аналіз напружено-деформованого стану півпростору та двох 
циліндричних порожнин показує: 
– при різних видах заданих крайових умов (напруження або переміщення), 
напруження σϕ 
і σz на межі прикладення таких умов змінюються на протилежні, 
тобто з розтягуючих на стискаючі або навпаки; 
– при заданих на межі циліндричної порожнини умов контактного типу, а 
саме нульових дотичних напружень та нормального переміщення у вигляді 








– крайові умови на межі півпростору у вигляді напружень мають більший 
вплив на напружений стан ніж крайові умови у вигляді переміщень. Ці твер-
дження мають місце при заданих на межах циліндричних порожнин граничних 
умов контактного типу, якщо задана функція переміщень та задана функція на-
пружень однакові. 
2. Числові дослідження алгебраїчної системи для півпростору і двох цилі-
ндрів дають можливість стверджувати, що її розв’язок може бути з будь якою 
ступінню точності знайдено методом редукції. Це підтверджується високою то-
чністю виконання граничних умов. Для геометричних параметрів розв’язаної 
задачі (R1/h=0,25; 1 1 12/ 0( ) ,4R R  ) при m=8 граничні умови виконуються з 
точністю 10
-3
. При збільшенні порядку системи m точність розрахунків буде 
збільшена. 
3. Наведені графіки дають картину розподілу напружень у найбільш ціка-
вих зонах – на перешийку між циліндричними порожнинами, та на перешийку 
між межею півпростору і поверхнею циліндричної порожнини.  
При аналізі напруженого стану циліндричної порожнини з граничними 
умовами контактного типу з’ясувалося, що, при наближенні до її поверхні, на-
пруження σρ зростає не залежно від того навантажена вона чи ні. Так, при «не-
навантаженому» циліндрі (варіант 1, рис. 2, б) напруження σρ зростає до  
–0,026 Кн/см
2















4. Достовірність представленого алгоритму підтверджується високим рів-
нем виконання граничних умов, а отримані графіки можуть бути використані 
при оцінці напруженого стану в конструкціях з подібними умовами. 
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